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Heapsort

Objetivos

— Heap (monticulo) de tipo max y min
— Heapsort

— Estructura de datos: cola de prioridades
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Heapsort

Heapsort es un algoritmo de ordenamiento basado en comparaciones
que corre en tiempo T'(n) = ©(nlogn) para arreglos de n elementos

A diferencia de mergesort, heapsort ordena los elementos

‘in place”

Heapsort debe su nombre a la utilizacién de una estructura de datos
llamada heap binario la cual implementa una cola de prioridades
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Heap binario

Un heap binario es un arreglo de elementos el cual se interpreta como
un arbol binario casi lleno: el arbol tiene todos sus niveles llenos
excepto, tal vez, el dltimo nivel (llenado de izquierda a derecha)

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Heap binario

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Adicionalmente el heap debe cumplir la propiedad de (max-)heap:

Representacion de heaps binarios

Un heap binario se representa con un arreglo A:
— A.length denota el tamafio o dimensién del arreglo

— A.heap-size es el numero de elementos en A que pertenecen al
heap; i.e. el heap estd formado por A[l... A.heap-size]

Invariante: 0 < A.heap-size < A.length

— Funciones sobre indices:
Parent(:) = [i/2]
Left(i) = 2¢
Right(i) = 2i+1

— La altura de un nodo n es la longitud del camino (# aristas) mas
largo de n a una hoja. La altura del heap es la altura de la raiz.
La altura de un heap de n > 1 elementos es |log, n| (ejercicio)
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Ejemplo de heap binario

A N
16/14(10| 8 | 7193|241
S

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Operaciones sobre heaps

Max-Heapify: funcidén clave para mantener la propiedad de
max-heap (corre en tiempo O(logn))

Build-Max-Heap: construye un heap binario a partir de un arreglo

en tiempo O(n)

Heapsort: ordena un arreglo de n elementos “in-place” en tiempo

O(nlogn)
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Max-Heapify

Max-Heapify se llama sobre un nodo ¢ del heap

Max-Heapify asume:
— los subdrboles Left(i) y Right(i) satisfacen la propiedad de heap

— el subdrbol i puede no satisfacer la propiedad de heap

Max-Heapify corre en tiempo O(logn) y al finalizar, el subarbol con
raiz 7 es un heap y contiene los mismos elementos que existian antes
de la llamada
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Max-Heapify

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press

Resultado de aplicar Max-Heapify en el nodo i en el 4rbol del lado

izquierdo
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Max-Heapify
Input: arreglo A[1...n| con n elementos e indice i. Asume que los
subdrboles Left(i) y Right(i) son heaps

arreglo A con los elementos en subdrbol i reordenados
formando un heap

Max-Heapify(array A, int i)
1 Left (i)
r = Right (i)

if 1 <= A.heap-size && A[1] > A[i] then
largest =1

else
largest = i

if r <= A.heap-size && A[r] > A[largest] then
largest = r

if i != largest then
Intercambiar A[i] con A[largest]
Max-Heapify(A, largest)
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Max-Heapify
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Max-Heapify
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Max-Heapify

10




Analisis de Max-Heapify

Dos analisis:

1. Max-Heapify(A,1) toma tiempo O(h) donde h es la altura del
nodo i. Como h = O(logn), entonces Max-Heapify toma tiempo
O(logn) donde n = A.heap-size

2. Denotemos por T'(n) el tiempo de Max-Heapify(A,i) donde n es
el nimero de nodos en el subarbol ¢

T(n) < T(2n/3) +0(1)

(en el peor caso la recursién se hace sobre un subarbol con < [2n/3] nodos)

Por el 2do caso del Teorema Maestro, T'(n) = O(logn)
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Build-Max-Heap

Podemos utilizar Max-Heapify para construir un heap

La idea es construir el heap de forma iterativa procediendo desde las
hojas hasta la raiz (procedimiento bottom-up):

— construimos heaps para cada una de las hojas (nodos en el dltimo
nivel del arbol)

— construimos heaps para cada uno de los nodos en el pentltimo nivel

— continuamos nivel por nivel hasta llegar a la raiz del rbol
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Build-Max-Heap

Por definicién, si n es una hoja del drbol, n no tiene hijos y n por si
sélo es un heap de tamafo 1. Por lo tanto, el procedimiento
bottom-up no necesita considerar las hojas

Input: arreglo A[l...n] con n elementos

arreglo A con elementos repordenados formando un heap

Build-Max-Heap(array A)
A.heap-size = A.length
for i = |A.length/2] to 1 % s6lo considera nodos internos
Max-Heapify (A, i)

B oW N e
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap

161 4 |10|14| 719131281
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Build-Max-Heap
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Build-Max-Heap

161141108 | 719]|312]|4|1
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Build-Max-Heap
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Correctitud de Build-Max-Heap

Para mostrar la correctitud de Build-Max-Heap, utilizamos el
siguiente invariante de lazo:

Al comienzo de cada iteracion, los nodos i+ 1,7+ 2,...,n son
raices max-heaps

Input: arreglo A[1...n] con n elementos

arreglo A con elementos repordenados formando un heap

Build-Max-Heap(array A)
A.heap-size = A.length
for i = [A.length/2] to 1
Max-Heapify (A, i)

% s6lo considera nodos internos
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Correctitud de Build-Max-Heap

Para mostrar la correctitud de Build-Max-Heap, utilizamos el
siguiente invariante de lazo:

Al comienzo de cada iteracion, los nodos ¢+ 1,1+ 2,...,n son
raices max-heaps

Para establecer la correctitud del invariante, debemos mostrar:
— el invariante es cierto para la primera iteracién (inicializacion)

— el invariante se mantiene después de cada iteracién
(mantenimiento)

— al terminar el lazo, el invariante es (til para mostrar la correctitud
del algoritmo (terminacion)
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Correctitud de Build-Max-Heap

Para mostrar la correctitud de Build-Max-Heap, utilizamos el
siguiente invariante de lazo:

Al comienzo de cada iteracion, los nodos ¢+ 1,1+ 2,...,n son
raices max-heaps

Inicializacion:

Previo a la primera iteracién del lazo, i = [n/2]

Cada nodo i+ 1,74+ 2,...,n es una hoja del drbol (ejercicio) y por lo tanto
un heap de tamaio 1
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Correctitud de Build-Max-Heap

Para mostrar la correctitud de Build-Max-Heap, utilizamos el
siguiente invariante de lazo:

Al comienzo de cada iteracion, los nodos ¢+ 1,1+ 2,...,n son

raices max-heaps

Mantenimiento:

Considere una iteracién i. Los hijos del nodo i tienen indices mayor a i

Por HI, los hijos de i son heaps. Esta es la condicidn requerida por
Max-Heapify para garantizar que, al terminar, el nodo i es raiz de un heap

Los indices j > ¢ que no pertenecen al subdrbol i no son afectados por y
seguirdn siendo raices de heaps al terminar Max-Heapify(A,1)

Por lo tanto, al terminar la iteracién i, los nodos 7,7 4+ 1,...,n son heaps
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Correctitud de Build-Max-Heap

Para mostrar la correctitud de Build-Max-Heap, utilizamos el
siguiente invariante de lazo:

Al comienzo de cada iteracion, los nodos i+ 1,7+ 2,...,n son
raices max-heaps

Terminacion:

Al termina el lazo, i = 0 y el invariante establece que el subarbol cuya raiz es
el nodo 1 es un heap. Por lo tanto, el algoritmo Build-Max-Heap es
correcto
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Analisis de Build-Max-Heap

Build-Max-Heap(A) llama a Max-Heapify [n/2] = ©(n) veces
donde n = A.length

Max-Heapify(A,i) toma tiempo O(h) donde h es altura de i

Para todo nodo en el arbol, su altura h estd acotada por O(logn)

Entonces, Build-Max-Heap(A) se ejecuta en tiempo O(nlogn)

Anilisis es correcto pero no ajustado. Con un analisis mejor,
mostraremos que Build-Max-Heap(A) toma tiempo lineal
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Analisis de Build-Max-Heap

— Max-Heapify(A,i) se ejecuta en tiempo O(h) donde h es la altura
del nodo i

— Las altura méaxima del drbol es [logn] y la minima es 0

— Existen a lo sumo [n/2"*1] nodos de altura & en el 4rbol (ejercicio)

|logn]| [log ] h

Tm) < Y- |gmr|om) = 0|n Y &
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Heapsort

Veamos como usar Build-Max-Heap y Max-Heapify para construir
un algoritmo de ordenamiento que corre en tiempo O(nlogn)

Dado un arreglo A, lo primero es construir un heap con los elementos
de A en tiempo O(n) usando Build-Max-Heap (A)

Al ser un heap, el elemento A[1] es un mayor elemento en A y lo
podemos colocar en la dltima posicién en el orden final

Heapsort coloca A[1] en la posicion final intercambidndolo con A[n] y
restablece la propiedad de heap que puede perderse al colocar A[n] en
A[1] usando Max-Heapify(A,1)

El algoritmo se repite hasta vaciar el heap
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Heapsort

1614|1018 171913 |12]|4]1
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Heapsort
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Heapsort
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Heapsort

(7)
(3)
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Heapsort
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Heapsort
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Heapsort
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Heapsort

Input: arreglo A[l...n] con n elementos

arreglo A con elementos reordenados de menor a mayor

Heapsort (array A)
Build-Max-Heap(4)
for i = A.length to 2
Intercambiar A[1] con A[i]
A.heap-size = A.heap-size - 1 % reducir tamafio del heap
Max-Heapify (A, 1)

Ut R W N =

Heapsort toma tiempo O(nlogn) en el peor caso: O(n) para
Build-Max-Heap(A) + O(nlogn) para el lazo
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Cola de prioridades

Una cola de prioridades es una estructura de datos que mantiene un

conjunto S de elementos

Cada elemento z € S tiene asociado una prioridad o clave

Una cola de prioridades tipo max soporta las operaciones:

Insert(x,S): inserta el elemento x en el conjunto S

Maximum(S): retorna un elemento con maxima prioridad en S

Extract-Max(S): remueve y retorna un elemento con maxima
prioridad en S

Increase-Key(S,x,k): incrementa la prioridad del elemento x
hasta el valor k (se asume que la prioridad de x es menor a k)
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Implementacion de cola de prioridades con un heap Implementacion de cola de prioridades con un heap
| Heap-Maximum(array A) 1 HeapTIncrease—K?y(array A, int i, int key)
2 if key < A[i] then
2 return A[1] .
5 3 error "la nueva clave es menor a la existente"
B _ 4 A[i] = key
4 Heap-Extract-Max(array A) 5 while i > 1 && A[Parent(i)] < A[i]
5 if A.heap-size < 1 then . . .
. 6 Intercambiar A[i] con A[Parent(i)]
6 error "no existen elementos en la cola" R R
7 i = Parent(i)
7 max = A[1] .
® AlL) = A!:A.heap—31ze] . 9 Heap-Insert(array A, int key)
9 A.heap-size = A.heap-size - 1 . .
. 10 A.heap-size = A.heap-size + 1
10 Max-Heapify (A, 1) .
11 A[A . heap-size] = -0
11 return max .
12 Heap-Increase-Key(A, A.heap-size, key)
Heap-Maximum(A) se ejecuta en tiempo constante y - . Kev(A.i.kev) v H . (A Kev) ecut
Heap-Extract-Max (A) en tiempo O(logn) donde n = A.heap-size ea? pereasemheyii, 1,xey) y eap. nsert(d,key) se ejecutan
en tiempo O(logn) donde n = A.heap-size
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Referencias entre objetos e indices en el heap Resumen

En ciertas aplicaciones, como agendamiento de tareas (scheduling) y
simulacién basada en eventos (event-driven simulation), los objetos
son exactamente las claves que se guardan en la cola

e Los heaps son estructuras de datos fundamentales en computacion

o Operaciones basicas: Max-Heapify y Build-Max-Heap

Sin embargo, en general, tenemos objetos opacos con prioridades °

Adn cuando Build-Max-Heap toma tiempo O(n), si tomara
asociadas y la estructura de datos debe:

tiempo O(nlogn) también lo podriamos usar para un algoritmo de

— mantener una referencia (apuntador) dentro de cada nodo, heapsort con garantia O(nlogn)

adicional a la prioridad, de forma de asociar objetos con prioridades o
e Estructura de datos: cola de prioridad

Por otro lado, la aplicacion que usa la cola de prioridades debe: e Mantenimiento de referencias cruzadas entre indices del heap y

— mantener referencias entre los objetos guardados en el heap y los objetos

indices de los nodos para dichos objetos
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Ejercicios (1 de 3)

. (6.1-1) ;Cuél es el nimero minimo y maximo de elementos que puede

tener un heap de altura h?
(6.1-2) Muestre que un heap con n elementos tiene altura [logn|
(6.2-5) Escriba una version iterativa de Max-Heapify

Justifique la recurrencia T'(n) < T'(2n/3) + ©(1) para el tiempo de
corrida de Max-Heapify(A,i) donde n es el nimero de nodos en el
subdrbol ¢

Muestre que en un heap con n elementos, todo elemento en posicion
i > |n/2] es una hoja del heap
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10.

Ejercicios (2 de 3)

(6.3-2) i Por qué el lazo en Build-Max-Heapify decrementa la variable
de induccién i desde | A.heap-size| hasta 1 en lugar de incrementarla
desde 1 hasta | A.heap-size|?

(6.3-3) Muestre que el nimero de nodos de altura h es a lo sumo
{n/2h+l'|

. (6.4-3) ;Cudl es el tiempo de corrida de Heapsort cuando el arreglo A

de longitud n ya se encuentra ordenado y cuando se encuentra ordenado
de forma decreciente?

. Modifique Heapsort para que ordene los r — p 4+ 1 elementos en el

arreglo A en las posiciones A[p...r]. Su algoritmo debe tener la firma
Heapsort(array A, int p, int r)

(6.4-4) De un ejemplo de un arreglo A de tamafio n para el cual
Heapsort toma tiempo Q(nlogn)
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11.

12.

13.

Ejercicios (3 de 3)

(6.5-8) La operacién Heap-Delete(A,1) elimina el elemento i del heap
A. De una implementacién de Heap-Delete que corra en tiempo
O(logn) donde n es el tamafio del heap

(6.5-9) Considere k colas Q1,Q2, - .., Q) de elementos ordenados. Para
cada cola Q = Q;, tenemos la operacién Dequeue (Q) que elimina el
primero de la cola @) y la operacién Empty(Q) que retorna un booleano
indicando si la cola () esta vacia

Disefe un algoritmo que dadas las k colas genera un arreglo ordenado de
tamafno n con todos los elementos en las colas, donde n es el nimero
total de elementos en todas las k colas. Su algoritmo debe correr en
tiempo O(nlogk)

Implemente una operacion Max-Decrease-Key(A,i,k) que decrementa
la clave del elemento ¢ al valor k. Asume que la clave de ¢ es mayor a k.
Su algoritmo debe correr en tiempo O(logn).
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